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ABSTRACT 

We give a purely metric proof of the following result: let (X, d)  be a separable 
metric space; for all e > 0  there is an injection [ of X in C~ such that: 

Vx, y E X, d (x, y) <- II f (x )  - / ( y  )11,~ ~ (3 + e )d (x, y). 

It is a more precise version of a result of I. Aharoni.  We extend it to metric 
space of cardinal a + (for infinite a) .  

Dans [1] Israel Aharoni a montr6 que tout espace m6trique s6parable est 

m&riquement isomorphe (c'est-h-dire Lipschitz-isornorphe) ~t une partie de c~, 

cela pour des constantes d'isomorphisme universelles. 

Nous donnons ici une autre d6monstration de ce r6sultat (Proposition 2) en 

utilisant un argument tr~s simple purement m6trique et peu ditt6rent de la 

paracompacit6 (Proposition 1). Cela permet d'am61iorer les constantes d'isomor- 

phisme. 

NOTATIONS. Soient (X, d) un espace m6trique, Y C X e t a  ~ ]0, oo[. On note 

pour tout x ~ X 

Bd(x,a) = {y ~ X l d(x, y )<  a}, 

d(x, Y ) =  Inf d(x,y)  (=  + ~  si Y est vide), 
y E Y  

diam (Y, d) = Sup{d(y, y')l Y, y ' E  Y} 

et on dira que Y est un a-r6seau de(X, d) si on a: 
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Vx E X d (x, Y) < a, 

Vy, y ' E  Y y #  y '  ::> d(y, y') => a. 

PROeOSITION 1. Soient (X, d)  un espace mdtrique sdparable, Xo une pattie de 

X, et A E ]2,~[. Alors il existe une suite (M,),~,~ de parties de Xo vdrifiant: 

(a) Vx E Xo 3i E N avec d(x, M,) < 1, 

(b) Vx ~ X, Card{i E N I d(x, M~) < 3. - 1} < 0% 

(c) diam(M, d) < 23.. 

DEMONSTRATION. Soit Y = {yj}j~N un 1-r6seau de ( X , d )  contenant un 1- 

r6seau Z de (Xo, d). 

On pose M0 = Bd (Yo, 3.) n z et pour tout i E N\{0}: 

i - - I  

M, =[B,(y,,3.)nz]\ O M,. 

Alors (a) r6sulte de ce que (M~),~s est un recouvrement de Z, (c) r6sulte de ce 

qu'on a pour tout i ~ N, M, C B~ (y,, 3.). 

Enfin soit x E X. II existe alors jo ~ N v6rifiant d(x, YJo)< 1. On a donc pour 

tout i E N: 

d ( x , M , ) < 3 .  - 1 ::> d(y~o,M,)< 3. ~ i =<jo 

et donc: 

Cela donne (b). 

PROPOSITION 2. 

Card{i E N I d(x ,M~)< A - 1}=<io+ 1. 

Soient (X, d)  un espace mdtrique s~parable et e E ]0, oo[, on se 

donne alors A E ]2, ~[ et r I E ]0, ~[ v~rifiant : 

A e 
A _ 2 ( l + n ) = l +  5 �9 

Soit e un point de X. On pose alors pour tout n E Z: 

a. = (1 + rS)-", 

X . = X \ B d ( e , ~  a . ) ,  

d 
d . = - - ;  

an 

(M~..),~N construit par la Proposition 1 pour (X, d . )  et X.,  
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pourtouti ~ N e t t o u t x  E X , ~ . . ( x )  = [(A - 1)a. - d(x, Mi,.)] +. 

On 6num~re h l 'aide de N • Z la base canonique de L., soit (e~, .)o,.)~N• et on pose 

pour tout x ~ X :  

f ( x )  = 

On a alors pour tout x, y E X 

f ( x )  E c; et 

e, , . : . .  (x).  
(i, n)ENxZ 

d(x, y 
3 +  e )<=llf(x)-f(Y)ll~~ d(x,  y).  

DI~MONSTRATION. (a) En  ettet  soient  x E X, m, no ~ Z avec ~,m (x) = 

(A -1)a~o. On a alors: 

m ~_.<:n0 

et Ba (x, (A - 1)a,. ) O X,~ ~ O c'est-h-dire d (x, e)  > �89 + 2)a,.. Donc  

Card{(/, n)  E N x Z l~, .  (x)  _-> (A - 1)a~o} < ~. 

Doric f ( x )  appar t ient  & Co. 

(b) Soient x, y E X x g y. Soit n E Z v6rifiant: 

3Aa, < d(x, y)  < 3A (1 + r/)a. .  

Qui t te  & 6changer  x et y on peut  supposer  qu 'on  a d(x, e) > 3Aa. c'est-&-dire 

x E X , .  II existe donc i E N  avec d(x, Mi , . )<a . .  Donc  on a f i , , ( x ) >  (A - 2)a.. 

D 'au t re  part  le support  de f~,, est con tenu  dans 

Bd(x, a. + 2Aa. + (A - 1)a . )  = Bd(X,3Aa.). 

On a donc ~ , . ( y ) =  0. Cela donne:  

II f ( x )  - f(y)ll~o - If,,. (x)  - fi,. (y) l  > (A - 2)a .  

x - 2  a(x,r) 
> 3A(1 + r/) d (x '  y)  = 3 + e  

La proposi t ion est d6montr6e .  

REMARQUE. Si d iam(X,  d)  est fini la d6monst ra t ion  se simplifie en prenant  

X .  = X pour  tout  n e t  en se res t re ignant  h {n [3Aa, < d iam(X,  d)}. 

Enfin on peut  no te r  que les d6monst ra t ions  pr6c6dentes  s ' adaptent  ais6ment 

au cas non s@arable  et m~me se simplifient donnan t  la: 
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PROPOSITION 3. Soient a un cardinal in]ini, a + son successeur et S~§ l' espace 

des applications x: i ---~ x, de { i l l  ordinal, c a r d / <  a +} dans R v~rifiant: 

Card{i I x ,~ 0}< a* 

on le munit de la norme IIx II = Sup{I x, I I i ordinal, C a r d / <  or+}. Alors S~* est un 

espace de Banach de cardinal 2 ~. 

De plus pout tout e ~ ]0, oo[ et tout espace m~trique (X, d) de cardinal a* (en 

particulier tout espace m~trique (X, d) ayant une pattie dense de cardinal a +) il 

existe une application f de (X, d) dans S~* v~rifiant pour tout x, y E X 

d(x, y) < iif(x) _ f(Y)llSo. --< d(x, y). 
3 + e  = 

On notera enfin que sous l'hypoth~se g~ndralisde du continu on a Card (S,,+)= 
Ol + " 

DI~MONSTRATION. C'est une adaptation imm6diate des d6monstrati0ns 

pr6c6dentes. Au lieu de l'ordre naturel de N on utilise le fait que tout ensemble 

de cardinal inf6rieur ou 6gal & a § (en particulier un 1-r6seau de (X, d)) admet un 

bbon ordre pour iequel tout sous-ensemble major6 est de cardinal strictement 

inf6rieur/~ a+. 
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